ANALYSIS 1 UE WS03/04

CLEMENS FRUHWIRTH

Personliche Ausarbeitung. Veréffentlich in der Hoffnung Anderen damit weit-
erzuhelfen. Angaben zu finden auf http://clemens.endorphin.org/tm/analysisl/

Beispiel 1. Hypothese:

n

D (DEt=

k=1

1 In()i;lktionsbasis: —19=1=34=3(1+3)=7(1+1x(2+1) = (1 +(-1)%(2%
+1

(L+(~1)" 20 +1))

»M»—*

Induktionsschritt:
n+1
S l(-1)F ) =
k=1
=S =D+ (D) (n+1)
k=1
1

=71+ (ED" 2+ D)) + (-1 (n+ 1)) =
= i(l +(=D"(-2n—-1) 4+ (-1D)"(4n+4) =

= i(l +(=1)"(—2n—1+4n+4) =
= 3(1 +(-D)"2n+3) =

1+ (=D)"2(n+1)+1)

»MH

Beispiel 2. Hypothese:

n

S [h(k + 1)) = %n(n +F1)(n+2)

k=1
Induktionsbasis: 1(1+1) =1%2=21%2x3
Induktionsschritt:
n+1
D k(k+1)) =
k=1
=S k(k+ 1]+ (n+ D(n+2) "
k=1
1
=3n nn+1)n+2)+(n+1)(n+2)=

= (Gn+ Do+ 1)(n+2) =

= 1(n—i— D(n+2)(n+3)=

3
1
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Beispiel 3. Hypothese:

S lgr—il = 51~ )

= 2 2n+1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
Syl =
4k2 — 1
k=1
N i 1 1 Hyp
N ;[41# - 1] + 4n+1)2—1
1 1 1
:7(17 ) 2 _ =
2 n+1" 4n+1)2-1
1 1 1
= 7(1_ ) 2 =
2 2n+1 In*+8n+3
_lgo 1, 2 B
2 2n+1  4n24+8n+3)
1 1 2
—_— 1 _ —
2( 2n+1+(2n+1)(2n+3))
1 2—-2n—1
= — 1 g
2 B e+
1 2n+1
2 (2n+1)(2n+3)
1 1
= — 1 —
2( 2n+3)

Beispiel 4. Hypothese:

Induktionsbasis:
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Induktionsschritt:
nﬁl[l_ k(k2+1)] =
k=2
SIIn- el
P k(k+1) (n+1)(n+2)
1 2 2
s+ - ey
1 2 2 4
= — ]_ _— — =
A popra Yo Rl porag y Y e 20
1 2 2 4
3( n  (n+1)(n+2) n(n—l—l)(n—l—?)))
1 2 n+1 1 2
= — 1 — — =
3( +n—|—1 n n+ 2 n(n—|—2)))
1 2 n+1)(n+2 n 2
3 n+1" nn+2) n(n+2) n(n+2)
1 2 (n*+3n+2—-n-2
= — 1 =
3( +n+1( n(n+2) )
1 2 n?+2n
- §(1+n—|—1(n2—|—2n))_
1 2
=
3( * n+ 1)
Beispiel 5. a)
Hypothese:
P(n):n*—-n=0 (mod 6)
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:

(n+12—(n+1)=
=n®+3n°+3n+1—-(n+1) (mod6)=
=n*+3n2+3n—n (mod 6) =

=(n*—n (mod 6))+ (3n* +3n (mod 6)) (mod 6) Y-

=0+ (3n* +3n (mod 6)) (mod 6)

P(n) — P(n + 1) gilt, falls (3n? + 3n (mod 6) = 0 gilt. Beweis fiir 3n? + 3n
(mod 6) = 0 mittels Induktion:

Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
3(n+1)?+3(n+1) (mod6) =
3% +6n+3+3n+3) (mod6)=
(3n% +3n  (mod 6))(6n+6 (mod 6)) (mod 6) =
0+ (6n+6 (mod6)) (mod6)=

6n+6 (mod6)=0

b) Kurzform: n® —n =0 (mod 30) ist bewiesen wenn gilt, 5n* + 10n3 + 10n? +
5n = 0 (mod 30) ist bewiesen wenn gilt, 20n® + 70n = 0 (mod 30) ist bewiesen
wenn gilt, 60n? + 60n 4+ 90 = 0 (mod 30)
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Beispiel 6.
ag = 2
1
a, =2 —
Ap—1
Hypothese:
n+2
an =
n+1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
Rek.
ap4+1 =
=92 1 Hyp
(275
_ n+1
o n+2
B 2(n+2)—(n+1) B
B n+2 B
_ 2n+4—n+1 _
= p—— =
~n+3
Cn+2
Beispiel 7.
apg = 1
an =ag + a1 +az - Ap—1
Hypothese:
a, = 2n71
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
an+1 =
=ap+a;+az--ap_1+an =
= 2a Hép'
=2%2"71 =
Beispiel 8.
fo=0,fi=1fn= fac1+ fa-2
Hypothese:
1
fn= = (Tl - 7’721)
14+5
T =
! 2
1-+5
To =
2

Induktionsbasis:
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Induktionsschritt:

Rek. Hyp.
fn—i—l = fn+fn—1 =

1
(rf =r5) + —= (™ =) =

V5

(7 =g+ =) =

x
V5
L
V5
(M ) g (1)

Sl

(r e T ) =

S
V5

(7t -t

Sl

Beweis fiir Umformung (*):

2 =14

1+5
2

1+v5 _ 3+45
4 2

1+2V5+5 3++5
4 2

6+2v5 346
4 2

3+v6  3+V6
2 2

1+5

2
=1
2) +

(

Analog dazu 73 = 1+ 1y

Beispiel 9. a) Hypothese:

fn+m = fnflfm + fnferl

Induktionsbasis:
Induktionsschritt:

Rek.
fn+m+1 ;

2xHyp.
fn+m + fn+m— 1 -

fn—lfm + fnfm+1 + fn—Qfm + fn—lfm+1 =
Rek.

fm+1(fn + fnfl) + fm(fn72fn71) =
fm+1fn+1 + fmfn

b) !
Hypothese:

.f2n = fn(fn—l + fn+1)

IDank an Julia Moser
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f?n:

fooin 2

fn—lfn + fnfn+1 =
fn(fn—l + fn+1)

Hypothese:
fn(fn—l + fn+1) = frzL+1 - f72L—1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
Rek.
fn+1(fn + fn+2) =
Jnr1(fn 4+ fo+ fag1) =
fn+1(2fn + fn-i-l) =
f5+1 + anfn-H + fﬁ - fﬁ =
Rek.
(fn+1 + fn)Q - erL =
frva—1a
c) 2
Hypothese:
fr2L = fnflfnJrl + (_1)n+1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
2 Rek.
n+1
(fn + fnfl)2 =

Fo2fnfna+fry =

P24 2 nfnt + faofu+ (1) 2

Srd fa@fn1+ fac2) + (1) 1=

P2t falfnor + faot + fa2) + (21" % (—1)2
P2t fa(fuet 4 fo) + (=17 5 (—1)2 S

2+ fafosr + (1) =

fn(fn + f7l+1) + (_1)n+2 R;k‘
f7lfn+2 -+ (_1)n+2

Beispiel 10.
23 =202 — 2 4+2>0
(r+1D(xz—-1)(z—-2)>0

Vorzeichenuntersuchung fir —oo: -. D.h. Ubergang bei Nullstellen, -1, 1, 2.
Im Interval (—1,1) U (2,00) >0

2Dank an Julia Moser
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Beispiel 11.
1 - 1
[ —2] " 14|z —1|

Fallunterschiedung: « < 2,2 > 2,2 < 1 und « > 1. Da sich diese iiberlappen
betrachtet man die Fille: x < 1,1 <z <2 und 2 < =z.

2 < x:
r—2<l+4+xz-—1
—2<0
L1:(27OO)

l<zx<2:

—x+2<1l+x-—1
2 < 2x
1<z
L, =(1,2)

r <1

—r+2<l—2x+1
2<0
L3:0

L=L1ULyULs

Beispiel 12.

xr <0:

x> 0:
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Beispiel 13.

Tl
y

2%+ y? > 2wy

22 —2zy+1y*> >0

(x—y)?=>0

Beispiel 14.

1
2ay < 5z +y)*

dry < (z +y)*

day < x? 4 2xy + 3°
0<a?—2zy+y°
0< (z—y)?

1

S +y)? <o’ 4y

22+ 2zy + y? < 207 + 2y
2zy < % 4+ 5°

0<a?®— 2y +y°

0< (z—y)?

Beispiel 15.

® +y° > zy(z +y)

23y > 2y +ay?

2 + 3 + 2%y 4+ xy? > 222y + 229>

2z +y) + 97 (@ +y) > 2Py + 2y”)

2 (z +y) +y* (@ +y) > 2xy(z +y),z +y #0
a® +y° > 2xy

a? = 2wy +y> >0

x+y>1+l
Yy z? Tz oy

8 +y3 > z2y+zy2

Beispiel 16.

[[a+z)>1+a1+ +a,
1=1

Induktionsschritt:
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n+1
[[a+z) =14z + - +an+ 20
=1
T+ 2010 + 2s1) > [T+ 20)] + 20
i=1 =1
[H(l +xi)] + [H(l +24)]Tng1 > [H(l + )] + Tnt1

n

T] +z)lenss > w0

i=1

Fiir 2,41 = 0 ist die Ungleichung offensichtlich wahr.
Fir 41 > O:

n
[H(l =+ Z‘i)]l‘n+1 > Tn41
=1

[[a+z)=>1

i=1

Letzteres gilt weil fiir alle x; gilt:

Multipliziert mal alle diese i Ungleichungen resultiert:

n

[[a+z)>1

i=1

Fir -1 < z,41 <O0:

T+ z))2ns1 = 2
=1

[[a+z)<1

=1

Letzteres gilt weil fiir alle x; gilt:

—1<(Ei§0

O0<1l+z; <1

Multipliziert mal alle diese i Ungleichungen resultiert:

n

[[a+z)<1

i=1

Die Bernoulli Ungleich erhélt man durch setzen von x; = x:

n nmal

——~

[[a+2) =142+ +=2
=1

1I+2)">14nx
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Beispiel 17. Laut der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:

Zakbk < Zak ZbZ
k=1

Wahlt man a; = 1 und by, = % als Folgen, dann gilt:

k:l
i 7 )
2
k=1 k Ic:l k
Ist beweisbar dass,
“ 1
5 ) <2
k=1
Dann gilt auch,
n
1
( E)Q < 277,
k=1

Behauptung;:

Beweis 1. Teil:

k>k—-1
1 1
kS k-1
1 1
(R
Beweis 2. Teil:
Partialbruchzerlegung fiir (}C ok
1
k(k—1)
k—k+1
k(k—1)
B k k—1
o k(k—1) k(k—1)
1 1
T k-1 k&

% durch die Partialbruchzerlegung ersetzt ergibt:

10
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1 1
1 —_— =<2
T RS
k=2
SRR
k-1 k
k=2
1 + L + ! + ! + ! ! <1
4 n—1 n—-1 n
1
1-—-<1
n
1
——<0
n
O
b) analog zu a.)
2n 1 2n 2n 1
(Y 7+D°<(> DY, ()2
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1
2n 1 2n 1
(Y Lapan(y b
k=n+1 k=n+1
D.h. die Behauptung gilt falls:
2n
1 1
V< =
(Y de]
k=n-+1
Behauptung;:
2n 2n 1 1
< < =
" Z 2 <N Z k(k—1) =2
k=n+1 k=n+1

Beispiel 18. a)



Beispiel 19. a)
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FIGURE 1. 20. a)

Beispiel 20.

Beispiel 21. p-adischer Systembruch a.k.a. Konvertierung in ein anderes Zahlen-
system mit ”Dezimal” stellen.
Fir p=2: % = 0.1o, % = 0.01,
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FIGURE 2. 20. b)

2
1
-2 -1 1
-1
-2
Fiir p=5: § =025, 3 = 0.13013;5
Fiir p=10: § =05, =
Beispiel 22. a) CRAP?
(n+1)(n?—1)
(2n+1)(3n2 +1)
(5 + 72) (= 77)
n*(% +72) 3+ 72)
(g + 221 — )
(2 +7)B+52)

(n+1)(n* — 1)
(2n+1)(3n2 +1)
nd+n?-—n-—1
6n3 +3n%2+2n+1

n n2 n3

b)
n+1
n2+1
(5 + o)
n2(1+#)
1 1
=+ = 0
n 7{ - =0
1+ = 1
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am+1
5
T
ST
4 1
_\n —_\n O
G +() -
d)
1 . n?
ﬁ—k(_l) n2+1
1 n?
(=)
n? ( )nQ(l—i—%—>
0+ (-1)"=1

Da (—1)" eine alternierende Folge ist gibt es keinen Grenzwert.

Beispiel 23.

oo Vnta—yn _

" Vntb— i

vntatyn Vntbtyn

nta+vno Vn+b+yno
a(vn+ b+ \/n)

b(v/n+a+/n)
ayn(y/1+ 2 +1)

b1+ Z+1)
a(v/1+0+4+1) 2a a

Vn+a—
vVn+b—

*

N
NG

b(vI+0+1) 20 b

Beispiel 24. a)

lim vn(vn+a—+vn) =

- e ymntatyvn)
dm Vn(vnta \F)(\/er\/ﬁ)

1

1. — _— =

Ve ) e
fim oV
n—oo \/ny/T+ 2 +1

lim

a a
e e
nooo T+ E+1 2
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b)
1 1
lim n(——— — ——) =
AT T )
. Vn—(Va+1)
| Y ) =
Ry oy s
1
li =
2 )
lim —
! =1
1+0
c)
lim(\/n—i—\f— n—+n)=
n—oo
. n+/n+yn+n
nlgrolo(\/n—&-\/ﬁ—\/n—\/ﬁ)*\\;n_'_z_'_\\jn_g:
y n+vn—n+.n
11m =
n=o0 \/n 4+ /n+\/n—/n
lim 2y/n
i =
’H’O\/ﬁ(\/1+ﬁ+\/1—ﬁ)
li 2
im —
n— 00 1 1
\/1+ﬁ+\/1—ﬁ
2 _2_,
VIF04+vI-0 2
d)
. 1
lim n(4/1+—-—-1) =
n—o00 n
1 I+++1
lim n(4/1+——1) =
. 1
lim n(l4+——1)=* =
lim —
L1
VI+0+1 2

Beispiel 25.

1
T,=1+)0-1-(14+00-1=0
n
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n

1 siehe Bsp. 2
== > k(k+1) =
k=1

11
ﬁgn(n—i— D(n+2)=

1
53(

Beispiel 26. x, = /2" 4 3"

Beispiel 27.

1 3
3

2

1
—(n®+n?+2n%+2n) =

1
3

3" <M 43" < 3" 43"
V3 < {/2n 437 < /2% 30
3< V23 < V2%3
—3< lim ¥2»4+37<3

-1
1+n*§

n—oo

Bernoulli

17



