ANALYSIS 1 UE WS03/04

CLEMENS FRUHWIRTH

Personliche Ausarbeitung. Veroffentlich in der Hoffnung Anderen damit weit-
erzuhelfen. Angaben zu finden auf http://clemens.endorphin.org/tm/analysisl/.
Erganzungen und Korrekturen bitte an clemens@endorphin.org. Layout IATEX.

Beispiel 1. Hypothese:

n

_ 1 e
Do)t = 7L+ (D" 2n+ 1)
k=1
Inc)l)uktionsbasis: “19=1=44=21+43)=2(1+1%(241) = 2(1+(-1)°(2*
1+1
Induktionsschritt:
n+1
DI =
k=1

(Y 4+ (~1)"(n + 1) "2

I
M:

i(l + (=" t2n+ 1)+ (-D*(n+1) =
3(1 +(=1D)™(=2n—1) 4+ (—1)"(4n 4 4) =

1
= 1(1 +(-D)"(-2n—1+4n+4) =
1

= 1(1 +(-1D)"2n+3) =

(A SICURSINEY

Beispiel 2. Hypothese:

n

> [k(k+1)] = én(n +1)(n+2)

k=1
Induktionsbasis: 1(14+1) =1%2= 1%2x3
Induktionsschritt:
n+1
> kk+ 1) =
k=1
=S "lk(k+ 1]+ (n+ )(n+2) "
k=1
1
= gn(n +1)(n+2)+(n+1)(n+2) =

= (énJr Dn+1)(n+2)=

= é(nJr D(n+2)(n+3) =
1
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Beispiel 3. Hypothese:

SNlgr—il =50 5—7)

2V o1

£l
Il
-

Induktionsbasis:
Induktionsschritt:

§[4k21_1]_
k=1
:i[ 1 ] 1 Hyp
4k — 10 4(n+1)2 -1
1 1 1
:_(1_ ) 2 _ =
2 2n+1" 4(n+1)2-1
N VA S L
2 2n+1" 4n2+8n+3
2 2n+1  4n2+8n+3)
_1(1 1 2 -
2 2n+1  (2n+1)(2n+3)"
1 2—-2n-1
:—]_ —_—s-M m-m ) =
2( +(2n+1)(2n—|—3))
1 2n+1
2 (2n +1)(2n + 3)
1 1
:—1—
2( 2n+3)

Beispiel 4. Hypothese:

Induktionsbasis:
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Induktionsschritt:
n+1 9

=1 -

k=2

L 2 2 Hyp.
=07 ey -
1. 2 2 B

n (n+1)(n+2))_

1 2 (n+1)(n+2) n 2
nn+2)  nn+2) nn+2)
1 2 (n*+3n+2-n-2
( n(n + 2)
2 n’4+2n.
n+1(n2+2n))_
1 2

) =

) =

1
=-(1
g+

Beispiel 5. a)
Hypothese:
P(n):n*>—-n=0 (mod 6)
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
n+1)3—(n+1)=
=n*+3n2+3n+1-(n+1) (mod6)=
=n*+3n2+3n—n (mod 6) =

=(n*-n (mod6))+ (3n*+3n (mod 6)) (mod 6) TP

=0+ (30 +3n (mod 6)) (mod 6)

P(n) — P(n + 1) gilt, falls (3n? + 3n (mod 6) = 0 gilt. Beweis fiir 3n? + 3n
(mod 6) = 0 mittels Induktion:

Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
3n+1)?+3(n+1) (mod6)=
3n2 +6n+3+3n+3) (mod6)=
(3n2 +3n  (mod 6))(6n +6 (mod 6)) (mod 6) =
0+ (6n+6 (mod6)) (mod 6)=

6n+6 (mod6)=0

b) Kurzform: n® —n =0 (mod 30) ist bewiesen wenn gilt, 5n* + 10n3 + 10n? +
5n = 0 (mod 30) ist bewiesen wenn gilt, 20n® + 70n = 0 (mod 30) ist bewiesen
wenn gilt, 60n% + 60n + 90 = 0 (mod 30)
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Beispiel 6.
apg = 2
1
ap =2 —
Ap—1
Hypothese:
n+2
ap = ——
Tn+1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
Rek.
Up41 =
—9_ 1 H;p
Qnp
N n -+ 2
2(n+2)—(n+1) B
n+2 -
_ n+4—n+1 _
N n -+ 2
~n+3
T n+42
Beispiel 7.
apg = 1
anp =00+ a1 +az --ap-1
Hypothese:
ay = 2”—1
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
ap41 =
=ag+ai+az - ap_1+an =
= 2a HLp.
=2x%2""1 =
= 277,
Beispiel 8.
fO = Oafl = 17fn = fn—l +fn—2
Hypothese:
1 n n
n=——=(r]—r
f \/5( 1 2)
1++5
r =
2
1-+5
ro =

Induktionsbasis:
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Induktionsschritt:

Rek. Hyp.

fn+1 = fn"‘fnfl =

(rf —r3) +

nfl)

%(r? — Ty

(rf =g+ =) =

L

NG
L
V5

T U ) = 2 (1)) 2
1

Sl

(Pt} =g erd) =

V5
1 n+1 n+1
—\T —T
\/5(1 2)
Beweis fiir Umformung (*):
7*%:1—4—7"1
1++5 1++5
A Bpoy 1AV
2 2
1+V5  3+V5
4 2
1+2V5+5  3++5
4 2
6+2v5 _ 3+6
4 2
3+v6  3+6
22

Analog dazu 73 = 1+ 1y

Beispiel 9. a) Hypothese:

fn+m = fn—lfm + fnfm+1

Induktionsbasis:
Induktionsschritt:

Rek.
fn+m+1 -

frtm + fotm—1 ZxHyp.
fn—1fm + fofm+1 + fo—2fm + fo—1fm+1 =
Fmit(Fn + Fac1) + F(Faoafn1) B
1 foe1 + ffn
b) !
Hypothese:

f2n - fn(fnfl + fnJrl)

IDank an Julia Muhr
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f2n:

2)
fn+n -

fnflfn + fnfnJrl =
fn(fnfl +fn+1)

Hypothese:
Falfoo1 + for1) = foor — f24
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
Rek.
fn+1(fn + fn+2) =
fn+1(fn + fn + fn+1) =
fn+1(2fn + fn—i—l) ==
f7%+1 + 2fnfn+1 + fg - fg =
Rek.
(fot1 + f0)? = 275
oo — In
c) 2
Hypothese:
fr=faoi o+ (=1)"
Induktionsbasis:
Induktionsschritt:
2 Rek.
n+l
(fn + fn—1)2 =

fTQL + 2fnfn—1 + f3—1 ==

P2+ 2 nfnct + faoofn + (1" 2

P24 fafot 4 fa2) + (1)1 =

f72z + fn(fnfl + fnfl + fnfz) + (—1)" * (—1)2 ng'

P24 fu(fuor + fo) + (1" % (—1)2 &
T2L + fnfrs1 + (—1)n+2 =

" k.
fn(fn + fn+1) + (*1) +2 Rg

fnfn+2 + (71)n+2
Beispiel 10.

23— 20 — 2 +2>0
(z4+1D)(z-1)(xz-2)>0

Vorzeichenuntersuchung fiir —oo: -. D.h. Ubergang bei Nullstellen, -1, 1, 2.
Im Interval (—1,1) U (2,00) >0

2Dank an Julia Muhr
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Beispiel 11.
1 < 1
e —2] © 14|z —1]
Fallunterschiedung: * < 2,x > 2,2 < 1 und = > 1. Da sich diese iiberlappen
betrachtet man die Falle: z < 1,1 <z <2 und 2 < z.

2 <
r—2<l4z-1
—-2<0
L1:(2,00)

l<zx<2:

—x+2<1l+x—-1
2 < 2x
1<z
L, =(1,2)

T <1:

—r+2<l—xz+1
2<0
L3=0

L=L,ULyUL;

Beispiel 12.

r <0:

h
=
Il
—
I
—_
o
=

x> 0:

8
|
—
DN = DN

CENCES

> — -1

Tr122%7

r+1<2
r<l1

Ly =(0,1)
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Beispiel 13.

Zi¥>o
Yy X

2 +y? > 2xy
a? =2y +y* >0

(z—y)?>0
Beispiel 14.

1
20y < 50 +9)?

tay < (@ +y)*

day < 2% 4 2xy + o>
0<a?—2zy+y°
0< (z—y)?

1
§(x+y)2§$2+y2
z? 4+ 2zy + 3% < 222 + 2°
2ay < 22 + 42
0<a?— 2y +y°
0<(z—y)°

Beispiel 15.

2y’ > ay(z +y)

:r3+y3 > x2y+xy2

2+ 3 + 2%y + xy? > 222y + 229

2z +y) +y* (@ +y) > 22y + 2y”)

e (z +y) +y*(x +y) > 2ey(e +y),x +y #0
x4y > 2y

z? - 2xy + y2 >0

x+y>1+1
y> z? Tz oy

{L‘3+y3 Z:CQy_'_ny

Beispiel 16.

H(1+xi)21+x1+--~+mn
i=1

Induktionsschritt:
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n+1
[[O+z) =1+ + - +an+ 20
IO+ 200+ 2sn) = [[10 +20)] + 20
QIO +z01+ [0 +2)lzns = ([[O+ 2]+ znia
i=1 =1 i=1

n

TI+z)lzna = @t
=1

Fiir x,,41 = 0 ist die Ungleichung offensichtlich wahr.
Fir x4 > 0:

n

JTQ+2)enss > 20
=1

[Ja+z)>1

i=1
Letzteres gilt weil fiir alle x; gilt:
€T Z 0

14+z;>1

Multipliziert mal alle diese i Ungleichungen resultiert:

n

[Ja+z)>1

i=1
Fir -1 <zpyq1 <O0:

n

[H(l +24)]Tng1 > Tnga
=1

[[a+z)<1

i=1
Letzteres gilt weil fiir alle x; gilt:

—1<x; <0

O0<1l+4z; <1

Multipliziert mal alle diese i Ungleichungen resultiert:

n

[[a+z)<1

i=1
Die Bernoulli Ungleich erhélt man durch setzen von z; = x:

n nmal

——~
H(1+m)21+x+--~+x
i=1

1+2)">1+nx
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Beispiel 17. Laut der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:

D arbe)* < (3 a)(D_bi)
k=1 k=1

k=1

Wahlt man ar =1 und by, = % als Folgen, dann gilt:

k=1 k=1 k=1
(Z i 1)% < n( ﬁ)
k=1 k=1
Ist beweisbar dass,
"1
> ) <2
k=1
Dann gilt auch,
"1
( E)2 < 2n
k=1

Behauptung;:

Beweis 1. Teil:

E>k—-1
1 1
kS k-1
1 1
[ER -
Beweis 2. Teil:
Partialbruchzerlegung fiir m:
1 —
E(k—1)
k—k+1
k(k—1)
B k k-1
T k(k—1) k(k—1)
1 1
T k-1 k

ﬁ durch die Partialbruchzerlegung ersetzt ergibt:

10
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k=2
"] 1
St
k:2k;—1 k
1 + L + + ! + L L <1
4 n—1 n—1 n
1-—-<1
n
1
—— <0
O
b) analog zu a.)
2n 1 2n 2n 1
(> E*1)2S( DY (1))
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
2n 1 2n 1
(3 by
k=n+1 k=n+1

k=n-+1
Behauptung;:
2n 2n
1 1 1
nd@E<n ) oD <3
k=n+1 k=n+1

Beispiel 18. .

a)



SSSSSSSSSSSSSSS

S

b)
)1
1
5 :
-2 4
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b)
2 .
1 .
! 1 2
1 4
941
Beispiel 20. .
a)
2 -

=
~

13
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Beispiel 21. p-adischer Systembruch a.k.a. Konvertierung in ein anderes Zahlen-
system mit ”Dezimal”stellen.

Fiir p=2: £ =0.15, £ = 0.01,
Fiir p=5: 3 =025, 3 = 0.13013;
Fiir p=10: § =0.5, $ =0.3

Beispiel 22. a)
(n+1)(n?-1)
(2n+1)(3n2 +1)
n®+n?—n-1
613 +3n% +2n +1
11 1
It 1

-
6+3L+2L+L 6

- =
n2(1+ L

n2

0+ (—1)" =1
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Da (—1)™ eine alternierende Folge ist gibt es keinen Grenzwert.

Beispiel 23.

oo Vnta—yn _
" Vntb—n
m—\/ﬁ*\/n—m+\/ﬁ*\/m+\/ﬁ_
Vntb—yn o Vnta+yn Vn+b+yno
a(vVn+b+n)
b(vVn+a+yn)

ayn(y/1+L41)
byn(y/1+ & +1) -
a(v1+04+1) 2a a

b(VI+0+1) 20 b

Beispiel 24. a)

lim \/ﬁ(\/n—‘,—a— \/ﬁ) —

s - T
S rw
nh—{go nm—k 1

b)

. 1 1
AT T T
lim n(\/ﬁ_(\/ﬁ—’—l)):

n—oo (Yt 1)yn

. 1

Jm () =

1
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n—oo

Jim (it Vi o vy« LEEYOE YRV

Vn+vn+y/n—yn

lim ntvn-ntyn
e \/”‘F\/»—F\/n—
2/

lim

nh—{r;o\/l_i_ \/1__
\/T+\/1T72

1
lim n(\/:D
\/TH
limnr

+1
1
hmn(1+ R | [ —
1
lim ——
n—oo 1
1+ +1
1 1
VI+0+1 2

Beispiel 25.

1
=1+ )0-1-(1+0)'0-1=0

1 - siehe Bsp. 2
Tn= 3 S k(k+1) Y=
k=1

1
Egn(n—i— (n+2)=
L1 g 0 0o o
Fg(n +n?+2n%+2n) =
1 3 2

—(1+ — 4+ — -
3( +n+n2)_>

—_

Beispiel 26. z,, = {/2" + 3"

3T <2 43" <3 43"
V3n < 2m 437 < V2530
3< Y23 < {/2x3
—3< lim {27 +37 <3

n—oo

fim (/ + i1~/ — Vi) =

”ﬁ‘”\f\/l n+\/1fﬁ):

L

16
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Beispiel 27.

—1 Bernoulli 1 "

ltns— < (1-5)"<1

1 1
1-—-<1-=)"<1
n*( n2) -
—
1< Tim (1— ) <1
nl—>H;o n? -

Beispiel 28. a)

k=2
1234 n—-2n-1
2345  "n—-1 n
1234 W/%//MI//%//I_

234D W n
b)
n 1
xnzlgl—i—E:
Lk+1
==
345 n n+1l
234 "n—1 n
AP M me1
2347 Wt W
n+1
2
c)
- 1
1— — =
R+ (k—1)
132435 (n—2n(n—1)(n+1)
22 32 42 77 (p—1)2 n2 N

Legpehep DAV A Y
LN M A

In+l 1 1.1
- —S(14+ ) > -1
2 n g+ ) =5
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Beispiel 29.

3

1
T, = —_—
" k:1\/n2+k
1 " 1 1
< <n
vVnZ+n _;\/nz—i—k T oVn2+1
n " 1 n

Beispiel 30. a)
zy, = (—1)"

T, ist konvergent, da stets alternierend.

b)
=1+ )"
Ty = "
Bernoulli Ungleichung;:

1 1
1+ =) >14n*>=14n
n n

Da 1 + n divergiert und die Folge x,, stets grosser als 1 + n ist divergiert auch
diese.
Beispiel 31.
Tni1 = 75 + 1
Strebt x,, — ¢ so strebt auch x, 11 — c. Sofern es fiir diese Folge eine Schranke
gibt, muss sie der Gleichung
1
— 2 -
c=c" + 1
geniigen, und das gilt fiir ¢ = % (Fixwertmethode). Ist eine Folge monoton steigend
ist die obere Schranke ihr Grenzwert, analog gilt das selbe fiir monoton fallende
Folgen und die untere Schranke. Also zu beweisen ist in diesem Fall, dass die Folge
monoton steigend also z,, < z,4; und dass % eine obere Schranke darstellt also
T, < %
Monotonie (steigend):
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Die Beschrianktheit durch Induktion:
r1 <

Induktionsschritt:

NN = =N =

Beispiel 32.

Ermitteln méglicher Schranken durch

1
c= §(a—|—02)

schliesst auf ¢c; =1+ V1 —a, co =1—+/1—a.

Beschranktheit durch ¢, per Induktion: Induktionsbasis:
0<a<l1
0>—-a>-1
1>vV1-a>0
-1<-V1-a<0
r1=0<1-vV1-a<1
Induktionsschritt:
Ty, <1-— Vi—a
oy < (1-vV1-a)
2 <1-2V1—a+1-a
ataz:<2-2/1—a

1
i(a—i—xi)gl—\/l—a
Tnt1 <1—+V1—-a

Monotonie (steigend), per Induktion: Induktionsbasis:

1 a
21 =0<x9==(a+0% ==
1 < o 2( +07) 5
Induktionsschritt:
O=z1 <2< .. 21 <2 S Tpy1 &
2 2
0<z, <z, &

a+al<a+al, &
1 1
§(a+$i) < §(a+$i+1) =

zn-&-l S Tn+2



